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as matemédticas son una he-

rramienta con muchas aplica-

ciones en diferentes areas de
la ciencia y las ingenierias y nos han
ayudado a lograr el desarrollo tec-
noldgico que tenemos actualmente.
La descripcién de los fenémenos que
podemos observar en la vida coti-
diana, se logra en gran parte por el
analisis matematico y modelos que
nos permitan la prediccién de dichos
fenémenos. Para lograr esto, algunos
investigadores construyen modelos
matematicos usando ecuaciones di-
ferenciales e integrales. Estas ecua-
ciones relacionan funciones que
usualmente representan cantidades
fisicas y sus razones de cambio. Esto
significa que miden c6mo una varia-
ble se modifica con respecto a otra.
Por ejemplo, supongamos que quere-
mos calcular la ganancia al invertir
un peso durante un afio, con alguna
tasa anual de interés. Con los cal-
culos adecuados, podemos saber la
ganancia por cada afio, o bien cada
mes, o cada dia. Pero imaginemos si
queremos saber la ganancia por cada
hora, o cada minuto, o incluso cada
segundo y cada centésima de segun-
do o en fracciones de segundo. Esto
lo podriamos calcular con una ecua-
ci6n diferencial.
Durante los estudios de licenciatura
y posgrado en el drea de las matema-
ticas, se estudian varios métodos de
como resolver estas ecuaciones. Esto
permite introducir técnicas anali-
ticas y numéricas més sofisticadas
para resolver modelos matematicos
que surgen en varios campos de la
ciencia, la tecnologia y la ingenieria.
Uno de estos métodos es el cdlculo
diferencial e integral de orden arbi-
trario.

Un poco de historia: ¢Qué es el
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calculo diferencial e integral de
orden arbitrario?

El célculo fraccionario es una rama
del analisis matematico que se en-
carga del estudio de los operadores
(objeto matematico que convierte
una funcién en otra). Los operado-
res mas basicos son los de suma (+),
resta (-), multiplicacién (x) y divisién
(%) y que se usan con nimeros para
realizar operaciones matematicas en
la forma que practicamente todos co-
nocemos. Sin embargo, los operado-
res para la integracién y diferencia-
cién de orden arbitrario puede tomar
cualquier valor, real, imaginario, o
incluso una funcién dentro de los
cuales, no sélo es posible considerar
ordenes racionales, sino también, Or-
denes de tipo real e incluso complejo
o variantes en el tiempo y/o espacio.
Por lo tanto, nos permiten realizar
operaciones mucho mds complejas
como las que seran explicadas mas
adelante.

Tras los primeros pasos de Leibniz
y L’Hopital, quienes fueron gran-
des mateméticos que publicaron
las primeras ecuaciones de célculo
fraccionario, se ha ido observando
un desarrollo continuo. Destacan
principalmente las aportaciones en
el siglo XVIII de Euler y Lagrange,
quienes hicieron los primeros apor-
tes teéricos. A mediados del siglo
XIX los primeros estudios sistema-
ticos parecen proceder de Riemann,
Liouville, Laplace y Holmgren.
Liouville publica un gran nimero de
articulos en los que busca proporcio-
nar una primera definicién formal de
derivada e integral fraccionaria, por
lo que se le considera el creador de
las bases del calculo fraccionario. Es
de destacar que, en 1819, la prime-
ra discusion acerca de una derivada
fraccionaria aparece en el texto de
calculo de Lacroix, quien aparente-
mente lo consider6 como un ejercicio
matematico. Por otro lado, en 1823
la primera aplicacién vino por parte
de Abel en la solucién de una ecua-
cién integral para el problema de la
tautécrona. El problema consiste en
encontrar la forma de la curva sobre
un plano vertical, tal que un objeto,
al deslizarse sin friccion sobre ella,
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FIGURA 1. IMAGEN obtenida de la
base de segmentacion de Berkeley.
Tomada de: D. Martin, C. Fowlkes, D.
Tal, and J. Malik, “A database of human
segmented natural images and its
application to evaluating segmentation
algorithms and measuring ecological
statistics,” in Proc. 8th Int’l Conf.
Computer Vision, vol. 2, July 2001, pp.
416-423.

llegue al final de su recorrido en un
tiempo que sea independiente del lu-
gar en que comience el movimiento.
En el siglo XX, las principales apor-
taciones al calculo fraccionario fue-
ron por parte de Hardy, Littlewood,
Erédy y Riesz. En 1974, surge el pri-
mer libro dedicado exclusivamente
al estudio del célculo fraccionario, el
cual es escrito y publicado por Old-
ham y Spanier.

Entonces, el calculo de orden frac-
cionario es una rama del analisis
matematico que puede considerarse
tan antigua como el calculo de orden
entero (el que nos permite describir
tasas de cambio y el area bajo una
curva). Sin embargo, tenia la repu-
tacion de ser una teoria matematica
sin aplicaciones, pero a partir de la
década de los 70’s (del siglo pasado),
el célculo de orden fraccionario ha
logrado un considerable desarrollo.
De primera instancia, esto se ve re-
flejado en la gran cantidad de traba-
jos publicados respecto a este tema,
libros especializados, conferencias
internacionales, paquetes de softwa-
re y grupos de investigacién que uti-
lizan el célculo de orden fracciona-
rio para la busqueda de aplicaciones
que tiene en los diferentes campos de
la ciencia, tales como, fisica, biolo-
gia, economia, medicina, entre otras
areas. De esta manera, el calculo de
orden fraccionario o de orden arbi-
trario es un instrumento de modela-
cion de sistemas del mundo real. Al
ser algo relativamente reciente, pue-
de decirse que esta rama del analisis
matematico es también una nueva
disciplina.

¢Qué ventajas ofrece esta nueva
disciplina?
El uso de derivadas de orden fraccio-
nario ofrece varias ventajas que son
aprovechadas para resolver ciertos
problemas:

1) Ofrece la libertad de elegir el or-
den de diferenciacion a fin de ajustar
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{Qué es el calculo difere

a los datos experimentales o tomar
en cuenta la complejidad del entor-
no o medio y como caso particular
siempre se puede recuperar el ope-
rador de derivacion o integracion
clasico.

2) Debido a que se han desarrollado
progresivamente muchas definicio-
nes de derivada fraccionaria, se pue-
de elegir la definicion mas adecuada
de acuerdo a la naturaleza del fené-
meno en estudio, como los materia-
les viscoelasticos, el fenomeno de
la difusién anémala, la teoria elec-
tromagnética (ondas), la economia,
la teoria de circuitos, la biologia
(como el modelado del crecimiento
de tumores, modelos de crecimiento
poblacional, dindmica de epidemias
o poblaciones) o de la fisica de la at-
mosfera. Con estos calculos se puede
obtener una mejor optimizacién de
los datos experimentales, para gene-
rar modelos matematicos que descri-
ban a los sistemas, particularmente
de fenémenos cuyos modelos clasi-
cos o de orden entero no satisfacen
los datos experimentales, por ejem-
plo fenémenos de transporte (difu-
si6n anémala, sub-difusién y sd-
per-difusién), superconductividad,
propagacion del cancer, entre otros.

3) Las derivadas fracciona-
rias poseen las propiedades de no-lo-
calidad y memoria. Es decir, pode-
mos hablar de no localidad cuando lo
que ocurre en un instante de tiempo
o en algun punto del espacio depen-
de del promedio en un intervalo que
contiene al instante de tiempo o al
punto del espacio. En este sentido,
los efectos no locales en el tiempo se
conocen como efectos con memoria,
ya que consideran varias escalas de
tiempo y los efectos no locales en el
espacio pueden definirse como in-
teracciones de largo alcance ya que
consideran varias escalas espaciales.
4) El calculo fraccionario, al
estar ligado a la teoria de los fracta-
les, genera parametros y dimensio-
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ncial e integral

nes de orden intermedio. Esto permi-
te conseguir una mejor modelizacién
en las diferentes aplicaciones fisicas.

En particular, las propiedades de
no-localidad y memoria dentro de
los modelos que involucran ecua-
ciones diferenciales de orden frac-
cionario suelen representar de mejor
manera la evolucion temporal de mu-
chos procesos fisicos, la dindmica de
sistemas complejos y la dindmica en
medios heterogéneos que los de or-
den entero o cldsicos. Por ello su exi-
tosa aplicacién en areas como teoria
del transporte, electromagnetismo,
teoria de sefiales, viscoelasticidad,
teoria del caos o fractales, teoria de
materiales.

Por ejemplo, el uso de ecuaciones de
diferenciales de orden fraccionario
en el estudio de las aleaciones con
memoria de forma, es de gran uti-
lidad debido a la alta complejidad
del enlace entre los comportamien-
tos macroscopicos y microscopicos.
Con otros métodos no se han podido
obtener modelos realmente fiables y
adecuados para describir estos com-
portamientos. Sin embargo, debido a
que los operadores de orden no en-
tero permiten representar en forma
més adecuada sistemas complejos,
los modelos basados en estos opera-
dores han permitido entender estos
comportamientos y la interaccién
existente entre tension, deformacién
y temperatura.

No obstante, el empleo de derivadas
fraccionarias en la representacion de
ecuaciones diferenciales suele difi-
cultar los calculos empleados para
determinar la solucién analitica de
los modelos resultantes. Esto debi-
do a que la cantidad de términos a
manipular suele incrementarse con-
siderablemente respecto a la repre-
sentacion clasica de estos sistemas.
Debido a ello, es comun recurrir a la
solucién numérica de estos sistemas.
Ademas, la interpretacion fisica y

Formularia para Cdleulo Integral

i funedo - —coar+C
. foomudn - sime+
xi. [ vdo - ump €
i [adod - —ctp+C
s fsecotanvde = soct €

siv, [secode w In(soce + tane) +

e asecz

geométrica de una derivada y/o in-
tegral fraccionaria no estd comple-
tamente establecida de la misma
forma que las de orden entero. Asi
que esto, abre la posibilidad de se-
guir trabajando y fortaleciendo esta
rama del andlisis matematico. A
continuacién, describiremos una
aplicacién donde hemos empleado
operadores de derivacion e integra-
cién de orden fraccionario con inte-
resantes resultados.

Deteccion de Bordes en imagenes
Una imagen digital estd compuesta
por puntos o elementos llamados
pixeles y en una imagen en escala
de grises, el valor de cada pixel pue-
de estar representado con cualquier
numero entre 0 y 255. En el proce-
samiento de imagenes, se puede me-
jorar la calidad de las caracteristicas
en las imégenes para su adecuada
interpretacién. Para ello, una de las
técnicas utilizadas es la deteccién de
bordes. Esta técnica permite identi-
ficar puntos en una imagen digital
donde el brillo de la imagen cambia
bruscamente. Los bordes son aque-
1las zonas en las que se produce un
fuerte cambio de intensidad lumi-
nosa. Por otro lado, en el cambio
de intensidad se pueden identificar
pixeles con alta variacion en escala
de grises en la imagen a procesar.
Esto permite realizar la deteccién
de bordes (la cual es una técnica
que permite encontrar los limites
de los objetos), contornos o esqui-
nas utilizando diferentes algoritmos
de deteccién de orden entero, entre
los cuales se encuentran: Roberts,
Prewitt, Sobel, Canny y Laplacia-
no del Gaussiano. En este sentido,
los modelos de orden fraccionario
pueden resaltar caracteristicas y/o
bordes en imagenes con mayor pre-
cision, a diferencia de los descritos
por derivadas de orden entero. Para
imdgenes en escala de grises, los va-
lores de nivel de grises entre pixeles
vecinos tienen una alta correlacién.
Debido a esto, podemos aplicar una
derivada fraccionaria para mejorar
los detalles de textura para los valo-
res de nivel de gris adyacentes. Esto
permite preservar las caracteristi-
cas de las imagenes cuando existen
cambios en los niveles de grises.

A continuacién, podemos ver los re-
sultados de aplicar los detectores de
bordes clésicos y el detector basado
en operadores de orden fracciona-
rio. La Figura 1 muestra la imagen
obtenida de la base de segmenta-
cion de Berkeley. Esta base se esta
convirtiendo en una importante re-
ferencia para probar algoritmos de
segmentacion de iméagenes de color,
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FIGURA 2. EN las figuras se tiene la deteccion de bordes aplicando los
operadores diferenciales de Roberts, Prewitt, Sobel, Canny, Laplaciano del
Gaussiano y el detector de bordes fraccionario, respectivamente.

esta base de imagenes contiene 200
imagenes para entrenamiento y 100
mds para realizar pruebas. El uso de
esta base permite estandarizar y con
ello calificar la eficiencia del algo-
ritmo propuesto.

En la Figura 2 se muestra el resul-
tado de aplicar el operador de Ro-
berts, Prewitt, Sobel, el algoritmo
de Canny, Laplaciano del Gaussiano
y el detector de bordes fraccionario,
respectivamente. En estos resulta-
dos se puede apreciar para el caso
clasico que no sélo los bordes sino
también las texturas no estan defi-
nidas, a diferencia del caso fraccio-
nario donde se pueden ver con mas
claridad los bordes y las texturas de
la imagen.

Como puede verse en comparacion
con la Figura 1, la mejor deteccion
se logra con la aplicacion del detec-

(A) (B)

tor de bordes fraccionario ya que no
solo es posible ver con claridad la si-
lueta del avién, sino que ademas se
pueden distinguir claramente otras
caracteristicas como los contornos
de las nubes (bordes débiles) con
mas precision y claridad. Esto per-
mite reducir la cantidad de datos a
ser procesados y con ello filtrar la
informacién que puede ser conside-
rada como menos relevante conser-
vando las propiedades estructurales
de una imagen.

Deteccion de imagenes en la
biomedicina

Una importante aplicacién de la de-
teccion de bordes en imagenes bio-
médicas consiste en delimitar las
areas de interés y determinar la di-
mension fractal. El anélisis fractal
se aplica ampliamente para estudiar
las caracteristicas de una imagen.
Sin embargo, en la mayoria de estas

FIGURA 3. (A) Imagen que presenta la tomografia computarizada de una mujer
de 24 afios con un pseudoquiste pancreatico de 10 x 10 x 9 cm. (b) Imagen
obtenida al aplicar el detector de bordes fraccionario con un orden de 0.6.
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de orden arbitrario?

aplicaciones el interés comun es determi-
nar la dimension fractal de un objeto por la
informacion sobre su estructura geométri-
ca, una manera comun de hacerlo es usar el
algoritmo de conteo de cajas, mediante el
cual es posible calcular la dimension frac-
tal en un area determinada. Este algoritmo
consiste en sobreponer una cuadricula so-
bre la imagen a medir. Cada cuadro que
compone la cuadricula se le denomina caja
y determina un tamariio de area del objeto a
medir dentro de la imagen. A medida que
el tamafio de las cajas se aproxima a cero,
el area total cubierta por las cajas conver-
gerd a la medida deseada.

En la Figura 3 se puede observar el resul-
tado obtenido de usar el detector de bordes
fraccionario y se puede apreciar como re-
salta las areas de interés de las imagenes
biomédicas (en este caso el pseudoquiste
pancredtico) para después aplicar el algorit-
mo de conteo de cajas y calcular el area del
tumor. El area del tumor reportada por los
médicos especialistas es de 4 cm2 mientras
que el area que se obtuvo al aplicar el de-
tector de bordes fraccionarios y el algorit-
mo de conteo de cajas fue de 4.2 cm2, cabe
recordar que los médicos generalmente
pueden conocer el drea de ciertos tumores
mediante su extraccién (por medio de ciru-
gia) o con equipos especializados costosos
y/o invasivos para el paciente, mientras que
en la propuesta que desarrollamos solo ne-
cesitamos de una imagen simple y la apli-
cacién del detector de bordes fraccionario
para resaltar contornos fuertes, seleccionar
el area de interés y finalmente aplicar el
algoritmos de conteo de cajas para obtener
una medicién bastante cercana a la medi-
ci6n real.

Este tipo de técnica se puede aplicar al
estudio de diferentes imdagenes de natura-
leza médica, como pueden ser: coagulos,
estenosis, calculos biliares o incluso en la
medicién de 6rganos, por ejemplo, para de-
tectar cardiomegalia (aumento anormal del
volumen del corazoén).

Como se ha visto, el calculo diferencial e
integral de orden arbitrario tiene grandes
aplicaciones, con lo que se demuestra que
la investigacién en nuevas disciplinas den-
tro del drea de las matematicas, puede lle-
var a aplicaciones revolucionarias en otras
areas de la ciencia y tecnologia.

Esta columna se prepara y edita semana
con semana, en conjunto con investigado-
res morelenses convencidos del valor del
conocimiento cientifico para el desarrollo
social y econémico de Morelos. Desde la
Academia de Ciencias de Morelos exter-
namos nuestra preocupacion por el vacio
que genera la extincién de la Secretaria
de Innovacién, Ciencia y Tecnologia den-
tro del ecosistema de innovacion estatal
que se debilita sin la participacién del Go-
bierno del Estado.
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