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ORMASENLA
F NATURALEZA

Tradicionalmente en la escue-
la nos ensefian conceptos propios de
la geometria clésica o euclidiana, como
el teorema de Pitagoras, o las féormulas
para calcular el area y el volumen de las
distintas figuras geométricas que usa-
mos en la vida diaria. Adicionalmente,
se nos ensefla otra geometria, que tra-
duce estas figuras geométricas a expre-
siones algebraicas empleando funciones
o0 ecuaciones; ésta es la geometria ana-
litica. También nos ensefian el famoso
nimero n que usamos para calcular el
perimetro de una circunferencia, el drea
de un circulo, el volumen de una esfera y
propiedades de muchas otras figuras. Es-
tas geometrias se adaptan perfectamente
a muchos aspectos de los objetos que los
seres humanos hemos construido a lo
largo de nuestra existencia.
Las herramientas matematicas que
aprendemos en el estudio de la geome-
tria nos permiten estudiar y modificar el
mundo en el que existimos, formado por
cuerpos de formas relativamente simples
como cuadrados, rectangulos, piramides,
circulos, etc.
Pero cuando observamos el mundo natu-
ral, es decir, aquello que no fue fabricado
o modificado por los humanos, descubri-
mos que esas formas regulares no son
comunes; nadie ha visto un lago cuadra-
do o una planta redonda. Entonces, nos
preguntamos cdmo podemos analizar las
formas o la “geometria” de la naturaleza.
Lograrlo nos permitiria analizar y desci-
frar los procesos naturales que ocurren a
nuestro alrededor. Una respuesta a estas
interrogantes es la geometria fractal que
aparecio a finales del siglo pasado.

LA GEOMETRIA FRACTAL
La invencién de la geometria fractal,
hace apenas alrededor de 50 afios, ha

permitido explorar matematicamente las
complicaciones de muchas de las formas
que aparecen en la naturaleza. ;Cuél es
la loégica que siguen las ramas de un ar-
bol cuando crecen, los cauces de los rios,
los picos de las montafias, las trayecto-
rias de los rayos en una tormenta, el ci-
clo de crecimiento de los microbios o la
formacion de las estrellas en una ga-
laxia? Todos estos sistemas y muchos
otros mas se pueden tratar de entender y
descifrar gracias a la geometria fractal.
“Las nubes no son esferas, las montaiias
No son conos, las costas no son circulos y
la corteza de los arboles no es lisa, ni los
rayos viajan en linea recta”, dijo Benoit
Mandelbrot, el matematico que acufi6 en
1975 el término fractal (del latin frac-
tus, que significa quebrado o fracturado),
quien tuvo la claridad para encontrar
reglas y patrones en las formas aparen-
temente irregulares que encontramos en
el mundo y traducirlas a un lenguaje ma-
tematico preciso.

Benoit Mandelbrot (1924-2010), naci-
do en Polonia, nacionalizado francés y
luego estadounidense después de la II
Guerra Mundial, tenia una mente ex-
tremadamente visual, lo que le permitié
encontrar las bases matemaéticas de los
fractales, a pesar de que estas figuras
parecian irregulares al ojo humano. En
1958 comenzo6 a trabajar para IBM en el
Thomas Watson Research Institute de
Nueva York, tras haber sido profesor
en varias universidades americanas. Su
objetivo era identificar por qué se pro-
ducia “ruido blanco” en el sistema de
telecomunicaciones en el que trabajaba.
A grandes rasgos, se llama blanco a un
ruido que contiene todas las frecuencias,
todas ellas con la misma potencia, tal
que ninguna sobresale sobre las demaés,
analogo a la luz blanca, la cual contie-
ne una mezcla de todos los colores puros
visibles.

Siguiendo su instinto de explicar los pro-
blemas en términos visuales, Mandel-
brot estudi6 la gréafica que representaba
la sefial generada por el ruido blanco y
descubrié que, independientemente de
la escala de la grafica, los datos de un
dia, una hora o un segundo, tenian siem-
pre el mismo patrén. En 1967 publicé
en la revista Science un articulo titu-
lado “;Cuénto mide la costa de Gran
Bretafia?”, en donde expone sus ideas
tempranas sobre los fractales. Fue en-
tonces cuando recurrié a los trabajos
de los matematicos franceses Pierre Fa-
tou (1878-1929) y Gaston Maurice Julia
(1893 — 1978), quienes habian estudiado
la iteracion de ciertas funciones. Aqui,
iteracién significa evaluar una funcién
f en un valor z de su dominio, f(z), lue-
go evaluar la funcién nuevamente en
este resultado, para obtener f(f(z)), esto
es, iterar dos veces o hacer una iteracion
de orden 2, para luego evaluar la fun-
cion nuevamente en el nuevo resultado
y obtener f(f(f(z))) (iteracién de orden 3)
y asi sucesivamente. Este proceso es la
base de la propiedad de autosimilitud en
matematicas, la cual serd abordada mas

adelante.

Gracias al potencial de las computado-
ras con las que trabajaba (que ahora nos
parecerian obsoletas), Mandelbrot logro
graficar la iteracién de orden muy gran-
de de una clase particular de funciones,
los polinomios cuadréticos de la forma
fc(z)=z%+c, donde z es la variable y c es
un nimero complejo que juega el pa-
pel de pardmetro constante, para obte-
ner una de las imagenes mas conocidas
de la ciencia, el conjunto de Mandelbrot
(ver figura 1). Cada punto en esta imagen
corresponde a un valor de c, y el color
corresponde al comportamiento de las
iteradas del punto z=0 bajo la funcién
fc. Esta curiosa imagen, con cierta seme-
janza a algo orgénico e irregular, es un
ejemplo donde se presenta la propiedad
matematica de autosimilitud que se tiene
en los fractales, la cual puede ampliarse
infinitamente, es decir, el patrén de los
bordes o frontera se repite una y otra vez
al profundizar en la imagen.

A

FIGURA 1. A la izquierda, el Conjunto de
Mandelbrot (autor: Lars H. Rohwedder/
Fuente: Wikimedia) y a |la derecha algunas
ampliaciones de cierta parte del conjunto,
donde se puede apreciar la autosimilitud
(FUENTE:HTTPS://STEEMITIMAGES.
COM/640X0/HTTPS://STEEMITIMAGES.
COM/DQMZPKOYFYJDUW7ZFAYC2MHZ
KICPK6XUVFXZNZHTO6SFGXH/FIGURA.
PNG)

Mandelbrot fue el primero en tratar de
modificar el hecho de que por siglos el
mundo habia sido explicado geométri-
camente a partir de formas idealizadas
y volimenes regulares con superficies
lisas (lineas, circulos, conos, esferas),
cuando la realidad es que nuestro mundo
es aspero e irregular, pero también repe-
titivo y progresivo.

EL FRACTAL ES UNA INVENCION
MATEMATICA

La palabra fractal estd compuesta por
dos partes, la primera parte proviene
del latin fractus (quebrado o fracturado)
y la segunda parte es el sufijo -al (que
significa relativo a), como por ejemplo
en la palabra mineral. La palabra frac-
tus es un adjetivo, participio pasivo del
verbo frangere (romper, quebrar, partir)
de donde tenemos también las palabras

fracasar, fraccién y fracking.

En matematicas, a grandes rasgos, un
fractal es un objeto geométrico que, a
partir de un patrén de repeticion y a dife-
rentes escalas, reproduce ciertas propie-
dades de si mismo. Dicho de otra forma,
un fractal es un objeto geométrico cuya
estructura bésica, fragmentada o aparen-
temente irregular, se repite a diferentes
escalas. Pero seamos claros, los fractales
como tal no existen en la naturaleza, el
concepto anterior de fractal es una in-
vencién de las matemadticas. De hecho,
debido a la complejidad del conjunto
de Mandelbrot, la definiciéon formal de
fractal ha ido cambiando a lo largo de los
afios.

En la actualidad, en el mundo de las
matematicas, existen dos caracteristi-
cas esenciales que definen un fractal:
primero debe ser un objeto geométrico
cuya estructura bdsica, fragmentada o
aparentemente irregular, se repite a dife-
rentes escalas (autosimilitud); ademas su
dimensién fractal es un nimero no ente-
ro, mayor que su dimensién topolégica.
Para la comprension de los conceptos de
dimension y de autosimilitud se requiere
un poco mas de informacién que presen-
taremos a continuacion.

LA DIMENSION CONOCIDA CON-
TRA LA DIMENSION DESCONO-
CIDA

Analicemos primero el concepto de di-
mension. La palabra dimension puede te-
ner distintas definiciones en las diferen-
tes areas de las matematicas. Para lo que
nos concierne aqui, y como un ejemplo
de dimension, pensemos un momento en
el concepto de dimensién espacial (eu-
clidiana) de uso comtn, ya que nosotros
existimos en un espacio de tres dimen-
siones en el que tenemos tres pares de di-
recciones: arriba-abajo, derecha-izquier-
da y delante-atras; los objetos tienen
largo, ancho y alto. Una figura como un
cuadrado o un rectadngulo tienen dos di-
mensiones, una linea representa una sola
dimension, y todo punto tiene dimension
cero. Como vivimos en un espacio de
tres dimensiones, podemos ver objetos
en tres dimensiones y en dimensiones
mas pequefias. Por ejemplo, una hoja de
papel suele representar un objeto de dos
dimensiones (si ignoramos su pequefio
grosor), al trazar con gis un segmento
recto o curvo en un pizarron, representa-
mos un objeto de dimensién uno; ademas
los puntos, que no podemos observar
pero que podemos representar como pe-
quefios discos de radios muy pequefios,
tienen dimensién cero. Sin embargo, no
podemos observar, identificar, reconocer
a simple vista objetos de dimensién cua-
tro o mayor.

En 1884, el escritor inglés Edwin Abbott
Abbott, que en un destello de origina-
lidad y buen humor us6 el seudénimo
“A Square” (A al cuadrado), publicé la
novela satirica Flatland (Planilandia)
en la que nos habla de un mundo bidi-
mensional. Es una obra especialmente
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popular entre estudian-

tes de matematicas, fi-
sica y ciencias de la

computacién, ya que
su facil lectura resul-

ta util para estudiar el
concepto de multiples

dimensiones. Como
obra literaria, Plani-

landia es un ejemplo

de satira sobre la jerar- A
quia social imperante en la época
victoriana. El narrador o personaje
principal es un Cuadrado que nos
lleva a conocer algunas implicacio-
nes de vivir en dos dimensiones. En
suefios visita un mundo unidimen-
sional (Linealandia), donde intenta
convencer al rey de ese mundo de la
existencia de una segunda dimen-
sion, lo cual resulta incomprensible
para los habitantes de Linealandia.
De la misma forma visita Punti-
landia, la cual estd compuesta por
un solo punto que solamente tiene
consciencia de su propia existencia
ya que lo ocupa todo y no sabe de
nada aparte de si mismo. El Cuadra-
do recibe la visita de una esfera tri-
dimensional, que le muestra el mun-
do en tres dimensiones. La mente
del Cuadrado se abre a nuevas di-
mensiones paralelas, y trata de con-
vencer a la esfera de la existencia
de otras dimensiones diferentes a
las conocidas por ella. Cuadrado
lleva estas ideas a los habitantes de
Planilandia, situacion que lo lleva a
terminar en prisién por sus intentos
de corromper el pensamiento cerra-
do que habia en Planilandia, donde
todo estaba establecido en esas dos
unicas dimensiones. Impotente,
queda encerrado anhelando que al-
guien mds se encuentre algin dia
con sus memorias.

Tal vez no podemos ver objetos de
dimensiones mayores que tres, aun-
que matematicamente sabemos que
existen; pero mas sorprendente-
mente existen objetos cuya dimen-
sién (con otra definicién distinta a
la de dimensién euclidiana) es un
nimero no entero. Para entender
esto, regresemos a nuestro objetivo
de definir la dimensién adecuada
para un objeto fractal. Como siem-
pre en matematicas, seria ideal que
esta nueva definicién sea una gene-
ralizacién de alguna ya establecida
para otros objetos matematicos.

La dimensién fractal es una genera-
lizacion de la dimensién euclidiana.
De hecho, existen varias definicio-
nes de dimensiéon que se aplican
para fractales, aqui usaremos la
llamada dimensién de homotecia.
Consideremos un segmento (el cual
tiene dimension 1) de longitud 1,
que se parte en segmentos, que son
copias mas pequefias del segmento
original, de longitud 1/L para ob-
tener N(L)=L partes (ver figura 2),
de esta manera cada una de las N(L)

FIGURA 2. DIVISION de un segmento,
un cuadrado y un cubo en unidades
mas pequefias que recubren el objeto
original.

partes obtenidas mide 1/L, cual-
quiera que sea L, por lo que obtene-
mos de nuevo la unidad al multipli-
car NL) x (I/L)'=Lx (/L)1 =1,
donde hay que notar el exponente 1
que acompafia a 1/L.

Ahora, si el objeto inicial es un cua-
drado (el cual tiene dimension 2) de
area 1, cuyo lado se divide en seg-
mentos de longitud 1/L (figura 2), el
ntimero de cuadraditos (que son co-
pias mas pequefias del cuadrado ori-
ginal) de lado 1/L necesarios para
recubrir todo el cuadrado de lado 1
es N(L)=L x L=L2, por lo que tene-
mos N(L) cuadraditos, cada uno de
area (1/L) 2, por lo que el érea total
de todos los cuadraditos es nueva-
mente 1, es decir, N(L) x (1/L) 2= 1,
donde ahora el exponente de 1/L es
2. Si, por ultimo, tomamos un cubo
(el cual tiene dimensién 3) de volu-
men 1, y lo dividimos en N(L)=L x
L x L=L3 unidades mdas pequefias
(figura 2), es decir, en cubos (que
son copias mds pequefias del cubo
original) de arista 1/L, cualquie-
ra que sea L, entonces tendremos
N(L) cubitos, cada uno de volumen
(1/L) 3, por lo cual se tiene que N(L)
x (1/L) 3 = 1, y ahora el exponente
es 3.

Este exponente es la clave para de-
finir la dimensiéon que nos intere-
sa, pues generalizando lo anterior,
la dimensién fractal de un objeto
geométrico es d si N(L) x (1/L)

= 1, donde N(L) es el nimero de
objetos (copias mas pequefias del
objeto geométrico original) de ta-
mafio 1/L, que recubren el objeto
considerado. De donde deducimos,
despejando d de la igualdad ante-
rior, que d= log (N(L)) / log(L) es
el numero buscado, donde log es la
funcion logaritmo. Notemos que,
con esta definiciéon de dimension,
un segmento sigue teniendo dimen-
sion 1, un cuadrado sigue teniendo
dimensién 2 y un cubo sigue tenien-
do dimension 3.

LAS PARTES SON IGUALES
AL TODO

La otra parte de la definicién de un
fractal es el concepto de auto simi-
lar. En matematicas, la autosimili-

tud, a veces llamada auto semejan-
za, es la propiedad de un objeto en el
que el todo es exacta o aproximada-
mente similar a una parte del objeto
mismo; por ejemplo, en un helecho
podemos comprobar que la forma
de las hojas mdas grandes se repite
en las hojas mds pequefias y tam-
bién en sus bordes que se asemejan
a pequeiias hojas. Aqui se manifies-
ta cierto tipo de autosimilitud, cada
una de las partes de las hojas tienen
la forma de un helecho completo.
Otro ejemplo es el brocoli romanes-
co (ver figura 3).

El término autosimilitud se usa
informalmente para diferentes
conceptos matematicos. Todas las
formas o expresiones de autosimi-
litud implican un parecido estruc-
tural entre un objeto geométrico y
una parte de este, es decir, existe
parecido a diferentes escalas. Ma-
tematicamente pueden distinguirse
los siguientes tres tipos de auto-
similitud: autosimilitud exacta o
estricta, como la que aparece en
objetos matematicos, como el copo
de nieve de Koch que veremos a
continuacion; autosimilitud apro-
ximada como la que aparece en la
naturaleza, un brécoli romanesco es
un ejemplo muy ilustrativo de este
tipo de autosimilitud; y la autosimi-
litud estadistica, la cual es el tipo
de autosimilitud méas débil en que el
objeto tenga medidas numéricas o
estadisticas que se preserven con el
cambio de escala, esto se da en mu-
chos objetos del mundo real, como
las costas maritimas, que son esta-
disticamente autosimilares, es decir
partes de ella muestran las mismas
propiedades estadisticas en diversas
escalas.

FIGURA 3. A la izquierda el brocoli
Romanesco (fuente: https://unsplash.
com/es/s/fotos/romanesco) y a la
derecha un helecho comun (fuente:
https://steemit.com/cervantes/@
simonmaz/naturaleza-y-matematicas-
iii-helechos).

EL COPO DE NIEVE DE KOCH

Un ejemplo basico de una curva
fractal es la curva de Koch o copo de
nieve de Koch, descrita por el ma-
tematico sueco Helge von Koch en
1904 en un articulo titulado “Acer-
ca de una curva continua que no

posee tangentes y obtenida por los
métodos de la geometria elemen-
tal”. Para construir la curva se toma
un segmento de cualquier longitud,
se le divide en tres partes iguales,
se remplaza la parte central por dos
partes de igual longitud haciendo
un angulo de 60 grados, formando
dos lados de un tridngulo equilate-
ro, para de esta manera obtener la
curva del primer paso de la cons-
truccion (ver figura 4). Luego, con
cada uno de los cuatro segmentos
que forman la curva obtenida, se
procede de la misma manera, lo que
da lugar a 16 segmentos mas peque-
fios en la segunda iteracion, forman-
do la curva del segundo paso de la
construcciéon. Y asi sucesivamente
hasta el infinito (ver figura 4). En
cada paso de la construccion de la
curva de Koch, la longitud de la
nueva curva es un tercio mayor que
la anterior, es decir, la longitud de
la curva aumenta en cada paso de
forma constante; o lo que es lo mis-
mo, cada curva tiene una longitud
que es 4/3 la longitud de la anterior,
por lo que la figura reducida un ter-
cio cabe cuatro veces en la curva de
tamafio original, es decir, N(L)=4
y 1/L=1/3, de donde se puede ver,
con la féormula descrita arriba, que
su dimension fractal es d = log (4) /
log (3) = 1.2618, aproximadamente,
un nimero no entero.
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parte es similar al todo, aunque es-
tas sean mas y mas pequefias. Algo
similar se puede apreciar en el hele-
cho comun.

La matematica fractal ha sido muy
bien recibida por los matematicos,
adoptada y aplicada en la actuali-
dad, no solamente sirve para en-
tender sucesos y formas naturales,
se aplica en distintas disciplinas,
incluyendo la genética, la astrono-
mia, la medicina, la ingenieria, la
musica, las artes visuales y la ani-
macion.

Arboles, costas, helechos,
montafias, copos de nieve, nubes y
rayos, al observarlos sabemos que
hay algo que tienen en comtn, una
sensacion intuitiva tal vez, pues
entendemos que su complejidad se
reproduce y se ramifica mientras
cambia de escala. Se trata de la au-
tosimilitud en la que pens6 Mandel-
brot. La geometria fractal permite
encontrar un nimero que define y
predice el comportamiento de este
fendmeno; sefiala que el mundo es
en su totalidad fracturable, y que
al descomponer sus componentes
aparecerdn pequefias porciones con
explicaciones implicitas. La geome-
tria fractal permite comprender y
anticipar comportamientos que an-
tes eran imposibles de explicar en la
naturaleza, algo que puede ser tan

FIGURA 4. PRIMEROS tres pasos de la construccion de la Curva de Koch
y una aproximacion de la curva de Koch después de aplicar el proceso de
construccion muchas veces. Fuente: https://es.wikipedia.org/wiki/Copo_de

nieve_de_Koch

LA FRACTALIDAD PARCIAL
DE LA NATURALEZA

El impacto de entender a los frac-
tales es que la geometria fractal
permite descubrir que algunos de
los fendmenos naturales considera-
dos irregulares o cadticos tienen, de
hecho, un patrén y forma especifi-
ca y una caracteristica en comtin:
son autosimilares. Esto quiere decir
que su forma se repite en copias mas
pequeiias dentro de ella. El ejemplo
mas usado por Mandelbrot fue el
ya mencionado brécoli romanesco,
una verdura de apariencia arbdrea
que crece de tal manera que su for-
ma y estructura estdn compuestas
por pequefias versiones geométri-
cas de si misma (ver figura 3). Cada

inestable e irregular como la for-
macion de las nubes, la estructura
de los copos de nieve, la formacién
de montafias y rios, el vuelo de las
aves, entre otros, todos ellos fen6-
menos tan inmensos, como diminu-
tos en sus partes.

Esta columna se prepara y edita se-
mana con semana, en conjunto con
investigadores morelenses conven-
cidos del valor del conocimiento
cientifico para el desarrollo social
y economico de Morelos. Desde la
Academia de Ciencias de Morelos
externamos nuestra preocupacion
por el vacio que genera la extin-
cién de la Secretaria de Innovacion,
Ciencia y Tecnologia dentro del
ecosistema de innovacién estatal
que se debilita sin la participacion
del Gobierno del Estado.
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