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La Conjetura de Riemann
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Mirdn es ingeniero matemd-
tico de la Escuela Superior de
Fisica y Matemdtica del IPN, con
doctorado en Probabilidad y Esta-
distica del Centro en Investigacio-
nes Matemdticas. Actualmente es
investigador catedrdtico en el pro-
grama de Cdtedras del CONAG/T.
Se dedica al estudio de los proble-
mas donde el azar estd presente,
ademds de colaborar con personas
de otras dreas, como la medicina,
para modelar el azar en sus respec-
tivas dreas.

El jueves de 20 de septiembre de
2018, mientras leia los mensajes
recibidos en mi correo electréni-
co, hubo uno que llamé mi aten-
cién. El titulo del mensaje, “Con-
jetura de Riemann”. Su contenido
mencionaba que existia un “chis-
me” en las redes sociales de que
Sir Michael Francis Atiyah presen-
taria el lunes siguiente una prue-
ba para esa conjetura. Después
de leer su contenido, me dirigi
a la Internet para indagar mas al
respecto. Efectivamente encon-
tré mucha informacién sobre lo
que sucederia al lunes siguiente
en un evento llamado Foro de
Heidelberg.

La razén de que el mensaje y el
anuncié de la conferencia en el
Foro de Heidelberg llamara in-
mediatamente mi atencidn, era
que ya hace algunos anos se
habian resuelto la Conjetura de
Poincaré, por Grigori Perelman,
y la Conjetura de Fermat, por An-
drew Wiles. Cabe decir que estas
ya no son conjeturas, ahora son
teoremas, es decir, hechos ma-
tematicos que han sido demos-
trados. Hasta el momento no se
han encontrado errores en los
argumentos empleados para ve-
rificarlas, pero en cualquier mo-
mento alguien puede decir “mi-
ren aqui un error”, lo cual sucede
con mucha frecuencia, por lo que
pensar que la posibilidad que
Atiyah, famoso y renombrado
matemadtico britdnico, realmente
hubiera llegado a una solucion
a otro de los Problemas del Mi-
lenio era totalmente plausible.
Como mencionaré mas adelante,
el interés de resolver algunos de
estos problemas es puramente
matemadtico, es decir, son proble-
mas surgidos en las matematicas
y cuyas soluciones son Utiles para
las matemadticas. Sin embargo,
se puede encontrar una utilidad
practica a estos teoremas, como
por ejemplo en el estudio del
cancer.

La primera vez que escuché so-
bre el problema

Como muchos estudiantes de
matematicas durante su forma-
cion, fui conociendo sobre los

problemas abiertos que han
captado la atencién de muchos
matematicos durante mucho
tiempo, como el Problema de
los Cuatro Colores, la Conjetura
de Fermat, la Conjetura de Poin-
caré, la Conjetura de Riemann, la
Conjetura de Goldbach, etc. (Y
las demas conjeturas que falta ir
descubriendo).

En mi clase de Variable Compleja
fue la primera vez que escuché
sobre la Conjetura de Riemann,
donde se me presenté de ma-
nera formal a la Funcion Zeta de
Riemann, la cual es la expresion
matemadtica con la que se esta-
blece la mencionada conjetura.
La Variable Compleja es una ex-
tensa area de las matemdticas en
las que se estudian las relaciones
gue existen y que se puedan es-
tablecer entre los nimeros com-
plejos. El profesor nos explico
sobre la convergencia de series
infinitas de nimeros comple-
jos.

{Qué tipos de numeros exis-
ten?

Antes de hablar un poco mas de
lo que son los nimeros comple-
jos y las series infinitas, es nece-
sario poder entender un poco
mejor qué es la Funcién Zeta de
Riemann y para eso hay que ha-
blar sobre los diferentes tipos de
numeros que existen. Aunque
para muchos pueda sonar algo
raro o, incluso, sin importancia,
hay que saber qué hasta el dia de
hoy se han establecido diferentes
tipos de numeros. Los primeros
ndmeros que aprendemos son
los “niimeros naturales”. Se lla-
man asi porque con ellos se hace
algo que naturalmente hacemos
los humanos, contar. Para repre-
sentarlos se usan los simbolos 1,
2, 3, etc.

Después tenemos a los nume-
ros fraccionarios, los cuales se
emplean cuando se quiere hacer
referencia a una parte de un todo
y que suelen representarse con
una diagonal entre dos nimeros
naturales, 1/2, 1/3, etc. Por ejem-
plo, es comun escuchar expresio-
nes como “quiero medio kilo de
limones”, con lo que se expresa
la idea de que, en lugar de pedir
un kilogramo de limones, sélo se
solicita la mitad de dicha unidad
de medida. Estos dos tipos de nu-
meros son los que regularmente
todas las personas usamos en
nuestra vida cotidiana.

Cuando se llega a cierto nivel
escolar, es cuando se sabe que
existen los nimeros positivos
y los nimeros negativos. En
términos sencillos, son nume-
ros fraccionarios o naturales a
los cuales que se les agrega un
signo mas + o un signo menos
-, para indicarlos respectivamen-
te. Estos numeros con signo se
usan para explicar la manera en

que se resuelven ecuaciones del
tipo x+1=0. Y aunque no sean
tan usados por las personas, son
muy utiles al momento de indi-
car ideas de subida y bajada de
precios, calificaciones o tempe-
raturas.

Otro tipo de numeros son los
numeros irracionales. Posible-
mente este tipo de nimero nos
resulte completamente ajeno,
pero muchos conocemos el nu-
mero pi (m), el cual es un ejemplo
usual de los nimeros irraciona-
les. Hay que recordar que el nu-
mero pi sirve, entre muchas otras
cosas, para calcular el area de un
circulo. El nimero pi (Figura 1) es
tan famoso que incluso existe un
dia en su honor, llamado el Dia Pi
(celebrado cada 14 de marzo).

las sefales sonoras, y ademas
ellos permiten crear algoritmos
que mejoran la resolucion de las
imagenes (e incluso video) en
una computadora.

Al infinito y mas alla...

Regresando a la cuestion de
la Conjetura de Riemann y a
mi clase de Variable Compleja,
preguntarse si la suma de una
cantidad infinita de numeros
complejos existe es también una
cuestiéon comun. Por ejemplo,
si se consideralasuma 1+ 1+ 1
+ ..., se puede deducir, sin mu-
cho problema, que el valor de
ella va creciendo sin parar. Pero,
{qué sucede con si tiene la suma
1+1/24+1/4+1/84+1/164+1/32+...7
Se puede notar que cada vez se
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tencia. En el caso de los nimeros
complejos, calcular la potencia
es algo intrigante, pero real. Por
ejemplo, i elevado a la potencia
i es aproximadamente igual a
0.20787957635 (recordar que i es
la raiz cuadrada de -1).

La Funcién Zeta de Riemann es la
expresion matematica que tiene
la siguiente forma:

(=3 ~=24+1y

S S
n=1 L 1
y la razén de su nombre es que
para indicarla se hace una de
la letra griega ¢, la cual se llama
“zeta” (en inglés, ya que en espa-
Aol se le puede dar otros nom-
bres). La variable s representa a

Figura 1: El nimero pi se caracteriza por tener una infinidad de decimales. Tomada de https://www.muyinte-
resante.es/ciencia/articulo/14-de-marzo-el-dia-del-numero-pi

Numeros complejos sin “com-
plejos”

Ahora, hablemos un poco de
los numeros complejos. En
términos concretos, un numero
complejo es aquel que tiene la
forma z=a+ib, donde a y b son
cualesquiera de los tipos de nu-
meros que ya se han menciona-
do. En este caso, i es un nimero
especial, que tiene la propiedad
de que si lo multiplicamos por si
mismo (i por i), el resultado sera
-1, que es un numero negativo.
Al valor de a se le conoce como
la parte real de zy al nimero b
la parte imaginaria de z. Aun-
que parezca algo complicado, la
aplicacién de los nimeros com-
plejos podemos encontrarla en
cosas tan importantes como el
diseno del ala de un avién, don-
de es vital tener una seccion cuya
forma permita que el aire fluya
sin turbulencias. Esto solamente
se logra si se utilizan las formas
aerodinamicas de Jouwkoski, las
cuales involucran nimeros com-
plejos con la forma mencionada
anteriormente.

Los nimeros complejos, a pesar
de su aparente complejidad, son
una gran herramienta que ayuda
a entender de una mejor manera
varios fendomenos fisicos, como

van agregando cantidades mds
pequenas, por lo que podria
pensarse que la suma deberia
acercarse a un numero fijo, y
(aunque no explicaré ésto deta-
lladamente), se puede hacer ver
que la Ultima suma es igual a 2,
2=1+1/2+1/4+1/8+1/16+1/32+...
(curioso, ino?).

La suma entre numeros com-
plejos se hace sumando res-
pectivamente las partes reales
y las partes imaginarias, (1-3i) +
(142i) = 2—-i. Llegado a este pun-
to alguien puede preguntar qué
utilidad puede tener sumar una
cantidad infinita de numeros,
la respuesta concreta y sencilla,
sumar es la idea mas basica y util
de las matematicas. Pero antes
de presentar a la Funcién Zeta
de Riemann, quiero mencionar
que entre las operaciones que se
realizan entre los nimeros, exis-
te la “potenciacidon” o potencia,
que en su forma mas basica sig-
nifica multiplicar un niumero por
si mismo, una cierta cantidad de
veces. Por ejemplo, 3°=3*3=9 y
si recordamos algo de nuestras
clases de matematicas, al 3 se le
llama la base de la potencia, al
2 el exponente de la potencia y
al resultado de la operacién, po-

un numero complejo que es el
exponente de cada una de los
denominadores de las fracciones
gue se suman. Esta es la expre-
sion matematica que aprendi un
dia en clase, y que a primera vis-
ta ya puede resultar misteriosa y
compleja.

Raices de las funciones

Si se considera la expresion
f(x)=x2+1, uno puede reemplazar
la variable x por el nimero espe-
cial i, resultando en la expresiéon
f(i)= i2-1=0. Recordando que i2=-
1y (-1) +(1) = 0, entonces se dice
que i es una raiz de f(x). Como las
raices son numeros especiales
que pueden describir de una me-
jor manera a una funcion, resulta
interesante saber cudles son. En-
tonces, preguntar por las raices
de la Funcién Zeta de Riemann
es una pregunta pertinente, pero
sobre todo muy importante.
Aprendi en mi clase de Variable
Compleja que algunas de las rai-
ces de esta funcién son los nu-
meros de la forma -2n, donde n
puedevalen 1, 2, 3, etc. A estos se
les conoce como “raices triviales”.
Pero, un analisis cuidadoso indica
que puedan existir raices con la
forma 1/2 + ib, las cuales se cono-
cen como raices no-triviales.
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Riemann queria determinar si
todas las raices no-triviales de la
Funcion Zeta son solamente de
la forma 1/2 + ib, y esto es lo que
se conoce como la Conjetura de
Riemann (Figura 2). Asi es, esta
es la famosa conjetura que ha
interesado e integrado a muchos
matemdticos durante bastante
tiempo.

Mediante el uso de las compu-
tadoras se han podido verificar
que existen raices de la forma en
cuestion (raices no-triviales), pero
a pesar de que se han calculado
millones de estos nimeros no
se ha podido afirmar mediante
un argumento légico que efec-
tivamente todas las raices de la
Funcién Zeta de Riemann se en-
cuentran sobre la linea vertical
que pasa por el punto 1/2.

“todos” los ceros no-triviales son
efectivamente de tal forma.

Por lo que inmediatamente surge
la duda, ;por qué tratar de enten-
der si la Conjetura de Riemann es
verdadera o falsa, tiene alguna
relevancia? Para vislumbrar un
poco por qué ha sido interesante
investigar la validez de la Conje-
tura de Riemann hay que recor-
dar qué son los numeros primos.
Los nlimeros primos son nume-
ros naturales que tienen la pecu-
liaridad de que sélo tienen al uno
y ellos mismos como los unicos
divisores enteros. Por ejemplo,
12 puede dividirse de manera
exactapor1,2,3,4,6y 12, lo que
significa que no es un numero
primo, pero el nimero 19 si lo
es (puedes hacer el ejercicio de
comprobarlo). El conocimiento

£}

ejemplo, 15 es 3 por 5, y donde
no es dificil verificar que 3y 5 son
numeros primos. Los numeros
primos pueden considerarse de
hecho como los numeros funda-
mentales o nimeros atomicos
(con la propiedad de que son in-
divisibles) y varios matematicos
asi los consideran. Pero, aunque
este resultado posee una belleza
matemadtica, que para apreciar-
se con mayor amplitud es nece-
sario tomar iniciativa, tomar un
libro y comenzar a pensar sobre
estd rara belleza, ;puede poseer
alguna cualidad practica o util?
Por ejemplo, cuando se crearon
las primeras maquinas electréni-
cas de célculo, entre las primeras
cosas en las que se les utilizé, fue
para hacer simulaciones. Esto se
refiere a que una maquina ge-
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Figura 2. La banda muestra donde es posible que se encuentre las raices no-triviales de la Funcion Zeta de
Riemann. Tomada de http://www.enews.tech/riemann-zeta-function-zeros.htmi

{Por qué es tan interesante la
Conjetura de Riemann?

Una de las razones (desde un pun-
to de vista matematico) que hace
interesante a un problema, es en-
tender qué tantas otras cosas se
obtienen al poder dar una solu-
cién a una determinada pregunta.
Saber que un nimero es laraiz de
una funcién cobra mucha impor-
tancia cuando la raiz nos habla
de las propiedades de la funcién
que no se miraban claramente.
Hoy en dia se tienen computa-
doras que pueden calcular varias
raices (millones) de la Funcién
Zeta de Riemann cuya parte real
es 1/2. Aunque esto sélo muestra
que existen algunas raices con la
forma conjeturada, lamentable-
mente no representa un argu-
mento matematico para saber si

de los nimeros primos se remon-
ta a algo como dos mil afios de la
civilizacion humana. Ya Euclides
los conocia (Euclides, “el padre
de la geometria”).

Hay que recordar que los prime-
ros numeros que las personas
conocen son los nimeros natu-
rales como 1, 2, 3, etc. Se podria
pensar que tales nimeros son los
numeros fundamentales de las
Matemédticas, con ellos se pue-
den “construir” los demas tipos
de numeros que se usan. Es aqui
donde los numeros primos sa-
len a mostrar su importancia. El
resultado matematico conocido
como el Teorema Fundamen-
tal de la Aritmética indica que
cualquier otro nimero natural se
puede representar como el pro-
ducto de numeros primos. Por

nere aleatoriedad (azar), como
se hace con el lanzamiento de
un dado (no siempre se obtiene
el mejor niUmero para ganar un
juego). Muchos otros algoritmos
utilizados para investigar el com-
portamiento de los gustos de las
personas o ver como se propaga
una enfermedad, se deben inicia-
lizar de forma aleatoria. En mu-
chos otros algoritmos como los
usados en seguridad informa-
tica, también se necesita generar
la aleatoriedad, y los numeros
primos sirven para que estos cal-
culos sean eficientes y, claro ésta,
confiables. Sin embargo, simular
aleatoriedad y reconocer qué
ndumeros son primos son tareas
nada sencillas.

La relaciéon con los nimeros pri-
mos y la Conjetura de Riemann

se expuso tiempo antes de que
el comenzard a estudiar a la
Funcién Zeta. Euler, otro de los
antiguos famosos matematicos,
establecié una relacion entra la
Funcién Zeta y los numeros pri-
mMos que se encuentra expresada
en la siguiente linea:

1 1

1
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quiere mostrar para mostrar que
es cierto. Por ejemplo, de argu-
mento circular es que, si quiero
verificar que yo soy yo, entonces
se puede decir que como yo soy
yo, entonces soy yo, pero jesto
es una manera real de compro-
bar que soy yo?

1 1 1

(s) =

p primo

Es decir, la suma infinita, con la
que se representa la Funcién
Zeta, se puede ver como un
producto infinito donde el indi-
ce (numero que indica cudl son
los factores de la multiplicacién)
considerado es un numero pri-
mo.

Se puede establecer que, en caso
de dar una respuesta clara a la
Conjetura de Riemann, enton-
ces se puede saber la ubicacién
de los nimeros primos. Es decir,
una vez que se conoce uno, se
pueden saber donde estan todos
los demas. Pero la conjetura tiene
mas implicaciones, su impacto
en lo que se conoce como teoria
de los nimeros y geometria alge-
braica seria profundo. Ademas, la
Conjetura de Riemann puede ge-
neralizarse, es decir, puede pre-
sentarse en un contexto mas am-
plio, en el que se pueden abordar
otras situaciones que son igual-
mente intrigantes y reveladoras.

¢Cual ha sido la ultima noticia
sobre la conjetura?
Recientemente, el 24 de sep-
tiembre de 2018, Michael Atiyah,
famoso matematico britanico de
89 anos, en el Heidelberg Laurea-
te Forum, realizado en Alemania,
dio una conferencia donde anun-
ciaba que habia encontrado una
prueba para la Conjetura de Rie-
mann. El anuncio provocé mu-
chas expectativas, considerando
que Michael Atiyah es un renom-
brado matematico.

Después de la conferencia de
Atiyah, muchas personas del
medio matemadtico se quedaron
con escepticismo sobre los ar-
gumentos dados. No estan con-
vencidos que estén ante argu-
mentos solidos y verificables. De
los mas o menos 20 renglones
(aunque el documento donde
se presenta la prueba es mas ex-
tenso) solo en una pequena par-
te se encuentra lo esencial de la
prueba de Atiyah para demos-
trar la conjetura. Esto parece ser
un tanto misterioso, ya que no
dejan ver con claridad el por qué
su demostracion es correcta. Las
funciones de Todd que Atiyah
utiliza en su prueba, son objetos
matematicos poco conocidos
(algunosincluso dicen que no se
sabia de su existencia hasta que
Atiyah las menciono, son algo
que sigue detrds de una cortina
que no se ha desvelado). Otros
piensan que las ideas expuestas
por Atiyah son un tanto circula-
res, es decir, que usa lo que se

II 1-p° 1-2° 1-3° 1-5° 1-7°* 1-p=*

Es relevante mencionar que du-
rante el tiempo que se ha tra-
tado de probar la conjetura de
Riemann, también se ha inten-
tado mostrar que es falsa. Se ha
escrito mucho sobre las razones
que llevan a pensar qué es falsa,
pero, como puede suponerse, al
momento nadie ha encontrado
un argumento que verifique esto.
Ahora so6lo queda esperar que se
sometan a un riguroso analisis las
ideas de Atiyah, con la expectati-
va de que quién revise el trabajo,
lo cual puede llevar mucho tiem-
po (ahos), no cometa omisiones,
y asi saber si se ha resuelto otro
famoso problema matematico o
se trata una falsa alarma.

Esta columna se prepara y edita
semana con semana, en conjun-
to con investigadores morelenses
convencidos del valor del conoci-
miento cientifico para el desarro-
llo social y econémico de Morelos.
Desde la Academia de Ciencias de
Morelos externamos nuestra pre-
ocupacion por el vacio que gene-
ra la extincién de la Secretaria de
Innovacién, Ciencia y Tecnologia
dentro del ecosistema de inno-
vacion estatal que se debilita sin
la patrticipacién del Gobierno del
Estado.
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LECTURAS RECOMENDADAS
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Departamentos/matematicas/
revistapm/revista_impresa/nu-
mero_1/riemann_y_los_nume-
ros_primos.pdf
https://metode.es/revistas-me-
tode/monograficos/la-hipotesis-
de-riemann.html
https://www.youtube.com/
watch?v=BHVETt5q6WA



