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Dios hizo los nimeros naturales;
el resto es obra del hombre.
Leopold Kronecker (1823-1891).

bus para regresar a casa des-

pués de una excursidbn esco-
lar. El profesor del grupo quiere
asegurarse que el grupo esté
completo. —Enumérense, orde-
na. —Uno, dos, tres... contestan
de uno en uno los alumnos, na-
turalmente. Esos numeros, 1, 2,
3, 4, 5... son conocidos como
los nimeros naturales (ver refe-
rencia [ 1]). Son los que usamos
para contestar preguntas como
—cudntos cacahuates quedan en
la bolsita? —quedan 15.

Imagine que aborda un auto-

tienes un plato con dos tostadas,
me regalas tres de ellas, ;cudntas
tostadas te quedan? La respues-
ta natural seria: —no se puede, si
sélo tengo dos tostadas no te pue-
do regalar tres, pues tres es mayor
que dos. Sin embargo, el profesor
puede cambiar de estrategia y
preguntar —si una ranita saltari-
na da dos saltos hacia la derecha y
luego tres saltos hacia la izquierda,
adonde llega, cuya respuesta po-
dria ser —llega al mismo lugar al
que llegaria de dar 2-3=-1 saltos a
la derecha, es decir un salto, pero
hacia la izquierda. Asi, saltos ha-
cia la izquierda pueden interpre-
tarse como saltos negativos hacia
la derecha. Con este ejemplo,
nuestros profesores pudieron
intentar hacernos entender los
ndmeros enteros, que incluyen
a los nimeros negativos ademas
de los numeros positivos, ...-5,
-4,-3...3,4,5...

Mas complicado aun es describir
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ros irracionales que no se pue-
den escribir como fracciones,
cuyo descubrimiento atribuido
a Hipaso de Metaponto [ 2 ], fue
interpretado por los seguidores
de Pitdgoras como un error de los
dioses que debia guardarse en
secreto, o los nimeros complejos
que incluyen a los imaginarios
cuyo cuadrado es negativo [ 3
1, en lugar de ser positivo, como
sucede para los nimeros reales y
decentes.

Sin embargo, dentro de todos
los sistemas matematicos que ha
construido el hombre hay un nu-
mero que podria parecer el mas
humilde y sencillo de todos, pero
que en verdad es excepcional y
de enorme importancia. Este es
el nimero cero [ 4 ] Este nimero
es tan relevante que los matema-
ticos lo consideran uno mas de
los numeros naturales, el prime-
ro de ellos. Muchas demostracio-
nes matemadticas se simplifican
mucho si uno llama nudmeros
naturalesa0, 1, 2, 3, 4... en lugar
de sélo del uno en adelante. El
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FIGURA 1. El nimero 2018 en notacion maya. Los digitos consisten del niimero cero, representado por una
concha de molusco cerrada y los demas digitos son barras y puntos, donde cada punto vale por una unidad,
cada barra vale por cinco unidades y hay una notacion posicional en que se multiplica por 20 el valor de

cada digito al subir un nivel.

Hay otros numeros que de na-
turales no tienen nada, y que
requieren un gran esfuerzo e in-
genio por parte de los profesores
para que sus alumnos los entien-
dan. Por ejemplo, para ensefar
numeros negativos podria plan-
tearse el siguiente problema: —

los niumeros fraccionarios, —si
invitas a cinco amigos a celebrar
tu cumplearios y tienes un pastel,
jeudnto pastel le toca a cada uno?
y las operaciones entre ellos: —
si divides tres cuartos entre cinco
sextos, a cada uno le toca... Mu-
cho peores aln serian los nume-

cero ademas permitié inventar
la notacion posicional [ 5 ], la cual
permite escribir de manera com-
pacta numeros arbitrariamente
grandes y chicos, y permite desa-
rrollar algoritmos sencillos para
hacer operaciones matematicas.
Compare Ud. el afio actual, 2018,

escrito con nuestro sistema po-
sicional, heredado de la antigua
Babilonia, con el mismo nuime-
ro escrito en el sistema romano
MMXVIII. Ahora intente multi-
plicar dos numeros fraccionales
como 3.14 y 1.41 usando la nota-
cién decimal y comparelo con la
misma multiplicaciéon emplean-
do numeros romanos (para lo
cual tendrd, antes que nada, que
ingeniarselas para escribir los nu-
meros fraccionales).

Hay evidencia de que el cero fue
inventado por los egipcios en el
siglo XIX AC, pero sin emplear
una notacién posicional. El sim-
bolo para representar al cero era
un corazén unido a una traquea.
Por otro lado, los babilonios in-
ventaron la notacion posicional
alrededor del siglo XVII AC em-
pleando la base sesenta; recorrer
un digito un lugar a la izquier-
da equivalia a multiplicar por
sesenta. Asi, 2018 se escribiria
como (simbolo correspondiente
a 33)(simbolo correspondiente
a 38) pues 2018=33x60+38. Sin
embargo, no tenian un simbolo
para denotar al cero y simple-
mente lo representaban median-
te un espacio vacio. La evidencia
mas antigua del uso del cero
para denotar una cantidad nula
viene de un tratado astronémi-
co y matematico, el Almagesto,
escrito por Ptolomeo en el afo
130. Hay evidencias del uso del
cero en India en un texto de cos-
mologia escrito en el siglo V. Las
reglas de la notacion decimal se
desarrollaron entre el siglo V y VI
y fueron transmitidas a la cultura
arabe en el siglo IX e incorpora-
das en el libro de astronomia de
Al-Juarismi [ 6 ] (de cuyo nombre
se deriva la palabra algoritmo))
Durante el siglo XI, el cero se
incorporé a la cultura europea
junto con los numeros indo-
ardbigos gracias al matematico
italiano, Leonardo de Pisa, cono-
cido como Fibonacci, quien escri-
bié con fascinacién como con los
signos: 9,8,7,6,5,4,3,2,1y0,
bastaban para escribir cualquier
numero.

El cero ha sido descubierto varias
veces de manera independien-
te. Asi, los mayas en el siglo | AC
usaban una notacién posicio-
nal que empleaba el cero y una
base vigesimal [ 7 ]. Asi, 2018 se
escribiria de arriba hacia abajo
como (simbolo del 5)(simbo-
lo del 0)(simbolo del 18) pues
2018=5x20x20+0x20+18  (ver
figura 1). Es probable que los ol-
mecas desarrollaran dicha nota-
cién aun antes.

Lo que ilustran los parrafos an-
teriores es que a la humanidad
le costé mucho tiempo y trabajo
comprender y aprovechar el sutil
concepto de cero. ;Es el cero una
cantidad? ;Cémo puede nada ser
algo? ;Puedo comparar cero con
algo? ;Es lo mismo decir no tengo
dinero a decir tengo cero pesos?
Es por los motivos anteriores que
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Figura 2. Sistema empleado para
estudiar conceptos numéricos en
abejas. Se muestra una pantalla ro-
tante con clavijas de donde cuelgan
marcos rectangulares con tarjetas
blancas en que se han impreso cierto
numero de figuras. Cada marco tiene
una plataforma en que se puede
posar una abeja y beber una solucion
con agua con quinina, sacaros o sola.

me sorprendié mucho leer hace
un par de dias que Science, una
de las revistas de ciencia mas
prestigiadas del mundo, publicé
un articulo sobre una investiga-
cién cientifica en la que se con-
cluye que las abejas compren-
den el concepto de cero. Igual de
sorprendente es que un equipo
de investigadores puedan saber
cuales conceptos si entiende
una abeja y cudles no. Lei con
mucha curiosidad el articulo (ver
referencia [ 8 ]) y una resefa del
mismo [9].

Resulta que un grupo de cinco
investigadores de Australia y
Francia entrenaron a unas abe-
jas a reconocer los conceptos de
‘mds que’y ‘menos que’ mediante
un arreglo muy ingenioso. Dise-
Aaron una pantalla rotante de
medio metro de didmetro con
clavijas de donde se podian col-
gar en diversas posiciones unos
marcos rectangulares con un es-
timulo consistente de una tarjeta
blanca de 6cmx6cm donde se
habian pintado cierto nimero
de elementos negros, ya fueran
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cuadrados, rombos o circulos, de
tamanos diversos. En cada mar-
co habia una plataforma donde
se podria posar una abeja y con-
sumir unas gotas de agua con
otras sustancias (véase la figura
2).En uno de los experimentos se
escogieron al azar dos numeros
distintos cada uno entre 1y 4, di-
gamos, para ser concretos, 2y 3.
De dos clavijas escogidas al azar
se colgaron entonces dos marcos
cuyas tarjetas tenian 2 rombos
cada una y de otras dos se col-
garon dos cuadros con 3 rombos
cada uno. En las plataformas co-
rrespondientes a dos rombos ha-
bia una solucién de quinina, un
desagradable liquido amargo,
mientras que en las correspon-
dientes a tres rombos habia una
solucion de sacarosa (el azucar
que consumimos regularmen-
te), un agradable liquido dulzén.
De esta manera, la abeja que se
posara junto a los 2 rombos reci-
biria un castigo al beber y la que
se posara junto a los 3 rombos
recibiria un premio. Para cada
abeja se repiti6 este tipo de ex-
periencia decenas de veces pero
con distintas parejas de numeros
comol1y2,1y3,1y4,2y4, etc.
Invariablemente, se le ofrecia un
premio a la abeja cuando esco-
gia al mayor de los dos numeros
y un castigo al escoger el menor.
Las abejas fueron entrenadas
con dos tipos de figuras, por
ejemplo rombos y cuadrados.

Pantalla rotante

Marco rectangular
Nimero 3

Plataforma

- NUmero 4

Clavija

- Base

Tras estas repeticiones, las abejas
aprendieron que de cualesquie-
ra dos estimulos, el premio esta-
ria junto al que tuviera el mayor
numero de figuras. Una vez que
las abejas hubieron aprendido,
es decir, que escogieran mayo-
ritariamente el estimulo con el
mayor numero de figuras, se les
presentaron parejas de figuras
distintas, por ejemplo, con circu-
los, y con agua en ambas figuras,
en lugar de quinina o sacarosa. A
pesar de haber sido entrenadas
con cuadrados y rombos, y que
los nuevos estimulos no llevaban
premios ni castigos, las abejas
fueron capaces de preferir signi-
ficativamente el estimulo con el
mayor numero de circulos. Du-
rante el experimento se variaron
las disposiciones geométricas de
las figuras y se mantuvo el area
total cubierta de negro en cada
estimulo para descartar cual-
quier otro atributo que pudiera
haber guiado a las abejas, mas
alla del numero de figuras. Se de-
mostré asi que las abejas podian
comparar cantidades de figuras
y elegir el cuadro que tuviera la
mayor cantidad, es decir, de al-
gun modo se mostraron capaces
de comprender el concepto de
numero y el de mayor que. De
manera analoga, otro conjunto
de abejas fue entrenado para
aprender el concepto de menor
que y elegir el estimulo con me-
nos figuras, aunque las figuras y

su disposicion les fueran desco-
nocidas y que ya no hubiera mas
premios ni castigos asociados
(verla figura 3).

Una vez entrenadas, se les pre-
sentaron de nuevo parejas de
estimulos. Una de las parejas co-
rrespondian a los nimeros 2 o 3.
La otra de las parejas correspon-
dia a 0 elementos, es decir, a una
tarjeta totalmente blanca, o a 5
elementos. Los numeros 0, 5 no
habian sido empleados en la fase
de entrenamiento. Las abejas
entrenadas a preferir un mayor
nimero de elementos, prefi-
rieron al 2 y al 3 sobre el 0, y las
abejas entrenadas a preferir un
menor nimero prefirieron al 2 'y
al 3 sobre el 5. Esto no parece ser
muy conclusivo, pues fueron en-
trenadas a elegir estimulos que
tenian entre 1 y 4 elementos y
nunca habian visto figuras con 0
ni con 5. Sin embargo, las abejas
entrenadas a elegir un mayor nu-
mero de elementos prefirieron al
5 sobre el 2 y el 3, mientras que
las abejas entrenadas a elegir
un menor numero de elementos
prefirieron los estimulos con O fi-
guras sobre los estimulos con 2 o
3figuras. Esto indica que aunque
nunca antes habian visto una
tarjeta con 5 elementos, las pri-
meras abejas entendieron que
5 es mayor que 2 y que 3, mien-
tras que las segundas, que nunca
habian visto una tarjeta blanca,
reconocieron que tenia un me-
nor nimero de elementos que
las otras tarjetas y la prefirieron
con la expectativa de obtener un
premio. Entonces, 0 correspon-
de a un concepto que se puede
comparar con otros conceptos
como son los correspondientes
alos numeros 2y 3 (ver figura 3).
Se llevaron a cabo muchos otros
experimentos ingeniosos.Enuno
deellos se entrené a un grupo de
abejas a escoger el estimulo con
menos figuras usando Unica-
mente parejas de nUmeros entre
2 y 5. En pruebas subsiguientes,
dichas abejas no tuvieron prefe-
rencia entre el nimero 0y el nu-
mero 2, pues aunque 0 es menor
que 2, el nimero 2 siempre fue
recompensado durante el en-
trenamiento. Habria razén para
preferir uno u otro nimero. Sin
embargo, dichas abejas prefirie-
ron significativamente al 0 sobre
el 1, a pesar de que no habian
sido entrenadas con ninguno de
dichos numeros. Claramente, las
abejas distinguen entre el 1y el
0y saben cudl de ellos es menor.
Otro experimento mostré que
las abejas cometen ocasional-
mente errores, pero cometen
mas al comparar 0 con otro nu-
mero mientras mas pequeno sea
el otro nimero, o sea, que tienen
una nocién de distancia entre
el cero y los demas numeros, y
experimentos adicionales mos-
traron que las abejas prefieren
malo por conocido que bueno por
conocer, descartando asi que hu-

Lunes 11 de Junio de 2018 | LA UNION DE MORELOS | 31

TANOS: editorial @acm

bieran elegido al 0 por novedoso
y no por ser menor a los demas
numeros naturales.

Estos cuidadosos experimen-
tos demuestran que las abejas
entienden a un conjunto vacio
como aquel que tiene 0 elemen-
tos, y que ésta es una cantidad
numeérica que se puede compa-
rar con otros nimeros. Los resul-
tados son particularmente es-
pectaculares, dado que la rama
evolutiva que dio origen a las
abejas divergié de la que dio ori-
gen al hombre hace mas de 600
millones de aflos y que el sistema
nervioso de las abejas tiene cien
mil veces menos neuronas que el
nuestro.

Es sensacional que podamos
contestar preguntas como las
que responde este experimen-
to, sobre conceptos numéricos
en seres tan distintos a noso-
tros. Otro experimento del cual
les contaré en otra ocasiéon ha
servido para averiguar en qué
piensan las aves cantoras mien-
tras duermen. Esta clase de tra-
bajos muestra lo extraordinario
que pueden ser los resultados
obtenidos de experimentos rela-
tivamente sencillos cuando estos
son cuidadosamente planeados,
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desarrollados y analizados.
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Figura 3. Panel superior: Una abeja siendo entrenada a reconocer la
relacion menor que, posandose junto a una figura con dos cuadrados
en lugar de una con cuatro cuadros, y recibiendo un premio por su
eleccion. Panel inferior: La misma abeja ya entrenada, escogiendo una
figura sin cuadros pues cero es menor que tres, aunque no hubo figu-
ras vacias durante su entrenamiento y no hay premio asociado.





